Congruéncias, Matrizes e Cifras o sos veiga dge Fari

Nota Inicial

Este pequeno artigo ja foi aqui publicado hd mais de dois anos. Como entretanto a audiéncia
cresceu muito decidimos voltar a editd-lo. Publicamos este més a primeira parte introduzindo
algumas nocgoes e resultados simples; no prorimo artigo vamos usd-los para cifrar e decifrar
mensagens.

Entretanto desafiamos os nossos leitores a provarem o resultado do ponto 5; se quiserem podem
deizar um esbogo da vossa prova na pdgina do Clube no Facebook de forma a tornar esta
rubrica mais rica e participada.

Introducao

Para transmitir uma mensagem com seguranga é necessario cifra-la.

Uma forma de o fazer é atribuir a cada letra do alfabeto um nimero de 0 a 25 e reeordenar os
numeros de forma a obter uma nova chave; depois substituir cada letra da mensagem pelo
numero que lhe corresponde na nova chave e finalmente substitur cada um desses ntimeros pela
letra correspondente na correspondéncia inicial.

Depois transmitimos a mensagem assim obtida que pode ser decifrada pelo receptor desde que
este conhecga a chave da reordenacao.

A mensagem torna-se ainda mais dificil de decifrar se em vez de simples letras usarmos
sequéncias de N letras.

O objectivo dos artigos deste e do proximo més é mostrar como recorrendo a matrizes e
congruéncias podemos cifrar e decifrar mensagens trabalhando com pares de letras.

A generalizacao para qualquer ntimero de letras é simples de fazer para quem conhecer um
pouco de Algebra Linear.
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NOTA: Neste artigo usaremos propriedades das congruéncias estabelecidas em [Critérios de |
[Divisibilidade ]



http://www.clube.spm.pt/files/outros/Crit_Div%20veiga%20faria.pdf
http://www.clube.spm.pt/files/outros/Crit_Div%20veiga%20faria.pdf

1. A nocao de matriz e vector de inteiros

Chamamos matriz a um quadro de inteiros com N linhas e M colunas. Se N = M a matriz
diz-se quadrada.

NOTA: trabalharemos sempre sé com inteiros.

)

Se a matriz sé tem uma coluna chama-se um vector.

(7)

Exemplo:

Exemplo:

2. Produto de um inteiro por uma matriz e soma de vectores
o (@ by (nxa nxb
" c d)] \nxc nxd

e dados dois vectores de inteiros é:
a n cy _(a +c
b d]  \b+d

3. Produto de uma matriz por um vector

Sendo n um inteiro é:

Dadas uma matriz quadrada e um vector com duas entradas é:

abxu_xa+xb_uxa+v><b
c d viu c v d) \uxc+vxd

A definigao do produto de uma matriz com N linhas e colunas por um vector com N entradas é
dada de igual modo.

4. Vectores congruentes
Se m é um inteiro positivo:

(Z) = (;) (modm) < a = c(modm) Ab = d(modm)



Definimos residuo positivo minimo, para um moédulo m, de um vector por:
a rpm(a)
rpm =
P g rpm(b)
5. Um resultado importante

Agora deixamos o resultado fulcral cuja prova apresentamos no fim deste artigo.
Se a matriz M igual a
a b
(« 4

satisfaz a condicao de ad - bc # 1 entao a transformagao

(2) =7 () = ()

define uma bijecao do conjunto de pares ordenados de elementos do conjunto

{0,1,....,m—1}

w= (5 7)
(5) = ()

em Sl mesmo.
Além disso a matriz

faz o trabalho inverso:



