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Problema 1: Resolugao

O empregado foi ter com a colega e namorada recente Sara contou-lhe o pedido, pegou num lapis e,
de imediato, escreveu num papel:

2X2N+4 x 2N=12N= 5

E pensou: “os multiplos de 5 terminam em 0 ou 5; como 12N é par tenho de procura-lo terminado em
zero, logo N tem de ser um multiplo de 5”.

O Unico multiplo de 5 que multiplicado por 12 d4 um nimero maior do que zero e inferior ou igual a
100 é 5.

E disse a Sara:
- Dou-lhes 10 moedas de 2 euros, 40 moedas de 1 euro e 8 notas de 5.
A Sara estava impressionada... e encorajou-o a explicar aos clientes o brilhante raciocinio.

O nosso amigo dirigiu-se a mesa do Carlos e do Eduardo com o troco explicou como tinha pensado e
disse:

- Vocés sdo macacos, retiraram o zero para que ndo houvesse outra solucdo; se so tivessem referido
gue o numero de moedas de 2 euros era par entregava 20 moedas de 5 euros e tinham que calar o
bico.

Uma rapariga, sentada na mesa ao lado que ouvia a exposi¢do com interesse, ndo se conteve:
- Entdo o zero é par?! ...

Foi entdo que o Eduardo Cabezdn, ja impressionado com a performance do empregado, se lancou
numa breve exposi¢ado:

- E uma quest3o de definicdo, ndo é nenhum dogma imposto sabe-se 1a por quem. Mas quando se
pensa no Anel dos Inteiros é natural que se queira que o subconjunto dos pares seja um Sub-Anel, e
um Ideal’, o que n3o se conseguiria se retirdssemos o zero.

E continuou:

- Em Matematica estas opg¢des nas definicbes sdo escolhidas para facilitar a obtencdo de novos
resultados ou para atingir resultados conhecidos de forma mais simples e elegante: sdo de certa forma
instrumentais.

! Sobre estas nocgdes ver a Resolucdo do Problema 2 de Novembro de 2016 aqui.


http://www.clube.spm.pt/files/outros/Prob_02_Res_2016_11_1.pdf

Nota Final
O que se passa com o zero é um pouco o0 que se passa com a nog¢do de limite.

Quando se define limite, num ponto a, de uma fung¢do real de varidvel real de dominio D, como o limite
comum de todas as sucessées da forma f (x,)? onde x,, é uma sucessdo de pontos de D que tende para
a faz-se para conseguir demonstrar os Teoremas Fundamentais da Andlise de forma mais simples e
clara e tornar a exposi¢do tedrica mais elegante.

Foi o que fez o Prof. Campos Ferreira no seu excelente curso de Introdugdo a Andlise Matemadtica e é
o que faz grande matemdtico, Medalha Fields 2006, Terence Tao no seu excepcional livro Analysis P.

Tao explica com estas palavras a sua opgdo:

“Some authors only define the limx — a:x € D f(x) when D does not contain a ... or would use the
limx — a:x € D f(x) to denote what we now call limx — a:x € D\{a} f(x), but we have chosen a
slightlymore general notation, which allows the possibility that D contains a”.

Penso que o prof. Campos Ferreira subscreveria estas palavras acrescentando, eventualmente, a maior
facilidade com que se obtém certos resultados.

Mas o essencial a reter é que estas definicdes ndo sGo uma imposicdo dogmadtica, mas uma escolha de
quem quer expor um conjunto de resultados envolvendo estas nogdes.

Jd agora, e no caso da nogdo de limite, convém sublinhar duas coisas essenciais:

i) A nogdo de ll;n £ (;C ) = b procura traduzir, de forma rigorosa, a ideia de que pontos perto

de a tém imagem perto de b, ou de que quando nos aproximamos de a a nossa imagem se
aproxima de b;

ii) Dai que se retirar, na definicdo, a possibilidade de x ser a temos de garantir que podemos
aproximar-nos arbitrariamente perto de a, ou seja, temos de exigir que a seja ponto de
acumulagdo de D.

Se ndo o fizermos a no¢do deixa de ter interesse para pontos a € D isolados: facilmente se
prova que qualquer ponto real, mais ou menos infinito seriam limites do mesmo f em a.

2Esta é a definicdo de Heine, equivalente a de Cauchy que se escreve com recurso a vizinhangas.
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