Janeiro de 2018

Problema 2

i)  Resolugdo

O numero de casos possiveis, igualmente possiveis, € o nimero de formas diferentes de colocar
as 24 pessoas em frente dos 24 cartdes com o nome dos participantes que nao é mais do que o

nuimero de permutacdes de 24 objetos, ou seja, 24 fatorial.

Vamos chamar II)y ao nimero de maneiras de, numa sequéncia de N objetos, trocarmos as

suas posi¢des de forma que nenhum fique no mesmo lugar.

Entdo o numero, de entre os casos possiveis, dos casos favordveis ao nosso acontecimento é
I174.

I,

E a probabilidade P pedida é: :
24!

Na resolucdo do problema 2 de outubro (pode consultar aqui) estabelecemos a seguinte

féormula de recorréncia:

Iy =(N-21)[IyN-p +IIN-1] paraN >3

Assim, com algum trabalho, e sabendo que I3 =1 e [13 = 2, o leitor poderd obter

o valor de I134.

Nés ndo quisemos ter esse trabalho e, em vez disso, elabordmos um pequeno programa em
Just Basic, com meia duzia de linhas, que nos deu de imediato os seguintes valores:

I174 =228250211305338670494289
24!  =620448401733239439360000

P = 0.36787944


http://www.clube.spm.pt/files/outros/p2.pdf

) Resolugdo 1

Vamos demonstrar a possibilidade recorrendo ao Método de Redu¢dao ao Absurdo
(sobre este método pode gostar de ver a resolugdo do nosso problema de Maio de 2012
aqui).
Admitimos entdo, provisoriamente, que ndo é possivel com uma rotacdo da mesa deixar
duas pessoas no lugar correto.
Suponha caro leitor/a que atribuimos a cada uma das pessoas sentadas a volta da mesa, e
gue ndo estdo na posicdo correta, um numero que é o numero de posicoes que ela
precisa de saltar, no sentido contrdrio ao dos ponteiros do reldgio, para chegar ao lugar

com o seu cartdo.

Das vinte e trés pessoas nestas condicdes ndo ha duas com o mesmo numero atribuido
pois se houvesse uma rotacdo desse numero de posi¢cdes deixaria duas no lugar correto.
Entdo esses numeros sdo todos distintos e como estdo entre um e vinte e trés e ha vinte e

trés pessoas mal sentadas esses nimeros sao 0os numeros de um a vinte e trés.

Agora imagine que resolvemos sentar as pessoas no lugar certo procedendo assim:

i) Fazemos o senhor X, mal sentado, saltar, no sentido contrdrio ao dos ponteiros
do reldgio, o niumero de posicées que o leva ao seu cartdo e onde vamos
encontrar um Y mal sentado (porqué caroleitor/a?).

i) Fazemos o mesmo a Y: rodamos até encontrar o cartdo de Y. E assim
sucessivamente. Neste processo acabamos por chegar a posicdo inicial de X
(porqué caro leitor/a?) e nessa altura ja saltamos, no total do processo, um
numero de posicdes que é multiplo de 24.

iii) Se por acaso ainda houver alguém mal sentado escolhemos uma dessas
pessoas e repetimos o processo e o nimero de saltos é outra vez um multiplo

de 24. E assim sucessivamente até sentar toda a gente corretamente.

Quando toda a gente estiver sentada o nimero total de saltos foi a soma dos nimeros de

1a23 e, comovimos, € um multiplo de 24.

23X24

Mas1l+--+23= = 276 que ndo é multiplo de 24.


http://www.clube.spm.pt/files/outros/p3%20res.pdf

Resolugao 2

Recorremos ainda ao Método de Redug¢ao ao Absurdo.
E vamos usar a adicdo modular com médulo 24 (ver NOTA no fim). Numeramos as
posicOes das pessoas mal sentadas de 1 a 23 sequencialmente, no sentido contrario ao
dos ponteiros do relégio, a partir da pessoa que estd no lugar correto.
E designamos por pj a posicao da pessoa i (i = 1,..., 23) e por rjo nimero de posi¢des
qgue i tem de saltar, no sentido contrdrio ao dos ponteiros do relégio, para chegar a
posi¢ao ¢; do seu cartdo.
O conjunto dos p; éigual ao conjunto dos 7 e igual ao conjunto dos c¢; e
nao é mais do que {1, ... ,23}.
Entdo para cadai é: ¢cj= (p;j + i) mod24.
Designando por S a soma dos numeros de 1 a 23 e somando, membro a membro, as
igualdades acima paraide 1 a 23 obtemos:

S+24=2x5S

o que implicaria S = 24 e ja vimos que nado é.

Desafio

Consegue mostrar, de forma agora muito simples, que se todos estiverem mal
sentados também é possivel rodar a mesa de forma a que pelo menos dois fiquem no

lugar certo?

NOTA

Se a e b sdo inteiros positivos (a + b) mod M é o resto da divisdo de a + b por M.



