Problema 2: Resolu¢oes

Apresentamos trés resolucdes diferentes, por ordem crescente de simplicidade como acontece, em
geral, quando se aborda um problema matemadtico e ndo sé: a simplicidade da trabalho ou requer
inspiragao.

A este respeito é paradigmatica a carta que o Padre Antdnio Vieira escreveu a um amigo e que
terminava com um pedido desculpa por ela ser tdo longa, mas nao tinha tempo de a redigir mais curta!

Resolugao 1

1.2 questao:
Vamos designar Usain Bolt por B, Telma Monteiro por T e o comprimento da pista por E.
i) Enguanto Usain Bolt (B) dd uma volta a Telma Monteiro (T) percorreu um quinto da pista:
g; e ficou na posicao P1.
ii) Quando B chega a P1 ja T esta a frente: andou um quinto da distancia percorrida por B, ou
seja, 5£z e ficou na posicdo P2.
iii) Quando B chega a P2 ja T esta a frente: andou um quinto da distdncia percorrida por B, ou
seja, 5E—3 Ficou na posicao P3.

Vemos agora que este processo se repete indefinidamente e que se quisermos calcular D temos de
somar todas estas distancias. Isso leva-nos a calcular a soma:

D=£+£2+£3_|_...
5 5 5

Trata-se de uma soma com uma infinidade de parcelas maiores do que zero!

Ora isso poderia levar-nos a pensar que D ndo era finito e que, portanto, Bolt nunca ultrapassaria a
Telma.

Argumentos deste tipo aparecem nos célebres paradoxos propostos na Antiga Grécia por Zendo de
Elea; este, em concreto, é o Paradoxo de Aquiles e da Tartaruga (ver nota no fim).



https://pt.wikipedia.org/wiki/Ant%C3%B3nio_Vieira
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Zeno_of_Elea.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Zeno_of_Elea.html

Para ver que D existe, é finito e Unico basta reconhecer que:

i)

E

. . E E E .
D devera ser superior a todas as somas Sy = S + = + = + -+ o Pois resultam da soma

acima por eliminacdo das parcelas, positivas, a partir da N-ésima;

Existe um numero superior a todos os Sy ;

D deverd ser, dos niumeros superiores a todos os Sy, 0 menor pois se algum M é superior a
todos os Sy é natural admitir que D ndo excede M;

Um numero que satisfaca i), ii) e iii) sera D.
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progressdo geomeétrica cujo primeiro termo é s e arazao é 5

E, também paratodoo N,é Sy < %x ﬁ =S logo S satisfaz i).
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Acontece que S também satisfaz iii) poisse p<S entdio p<S, para 5">%
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2.2 questao:

Basta na resolucdo anterior substituir 5 por N; obtemos:

Resolugao 2

1.2 questao:

Entre duas vezes consecutivas em que Usain Bolt ultrapassa Telma ela percorre sempre a mesma
distancia D (consegue ver porqué?): aquela de que andamos a procura.

Quando Bolt termina a quinta volta Telma termina a primeira.

Nesse instante ela andou tantos D’s quantas as vezes em que foi ultrapassada por Bolt.

Agora s6 tem de contar as ultrapassagens.

A primeira foi na segunda volta de Bolt e a Ultima na quinta sobre a linha de partida: quatro ao todo.

Entdo Telma andou D quatro vezes quando terminou uma volta logo D é um quarto do comprimento

da pista...



2.2 questao:
Se Bolt desse N voltas ao estadio enquanto a Telma da uma entao:
i) Se N > 1 quando Bolt terminasse a enésima volta a Telma terminaria a primeira.

O numero de ultrapassagens seria N-1. A Telma teriaandado D N-1 vezes quando terminou
uma volta logo D seria um 1/N-1 do estéadio.

ii) Se N =1 a Telma conseguiria acompanhar Bolt lado a lado!

Resolugao 3

Finalmente uma resolucdo de extrema simplicidade.

1.2 questao

Bolt e Telma cruzam-se pela primeira vez quando este percorreu uma distancia D.

Nesse instante Bolt, que anda cinco vezes mais depressa, percorreu 5 X D (1). Mas sabemos que esses
5D sdo uma pista, E, mais D. LogoEé4 D eD =§

2.2 questao

Basta, em (1), substituir 5 porN.

O Paradoxo de Aquiles e da Tartaruga

Foi proposto por Zenao de Elea, na Antiga Grécia, cerca de 490 AC.

Aquiles, um herdi grego, tentava alcangar uma tartaruga que estava a uma certa distancia dele. Zenao
argumentava da forma seguinte: quando Aquiles chegar a posi¢cdao P, em que a tartaruga se encontrava
quando ele comegou a correr ja a tartaruga se deslocou um pouco para uma nova posicao P;. Quando
Aquiles atingir P; ja a tartaruga estara em P,.

Este processo repete-se indefinidamente no tempo pelo que Aquiles nunca atingira a tartaruga!



