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A cardinalidade dos Irracionais

Vimos (no nossolartigo de Marcolonde pode ver a demonstracdo) que se um conjunto A contém um
conjunto C numeravel e se B é numerdvel entdo A e AUB sdo equicardinais isto é existe uma bije¢do
de A sobre AUB.

Ora o conjunto I dos irracionais contém um conjunto numerdvel: por exemplo o conjunto C
={V2 xn:ne N}

Como ja vimos que o conjunto Q dos racionais é numeravel podemos concluirque TUQ =R el
tém a mesma cardinalidade, ou seja os irracionais tém a mesma cardinalidade dos reais: a
cardinalidade do continuo.

A cardinalidade de R"

1. [0,1[e[0,1[? sdo equicardinais

Lembra-se que nolartigo de Marco|construimos uma aplicacdo bijetiva ¢ do conjunto das sucessdes
com termos em {0,1}, e que ndo sdo a partir de uma certa ordem iguais a 1, que designdmos por S,
no intervalo [0,1].

Vamos entdo definir uma aplicagdo Y biunivoca de SXS em S : a cada par ordenado de sucessdes de
S (ayajas ..., bybybs ...) associamos a sucessao a,b;a,b,azbs...

i) a,b;a,b,asb5...pertence a S: se ndo pertencesse os seus termos seriam iguais a 1 a
partir de uma certa ordem e portanto as sucessdes a,, e b,ndo pertenceriam a S.

i) Y é biunivoca: é quase imediato deixamos a prova como um pequeno desafio.
Desafio: Deixamos ainda como desafio ao leitor provar que Y ndo é sobrejetiva.

A aplicagdo 1;: [0,1[2—[0,1[ definida por ¥, ((¢(a,), ®(b,)))= @(a,b;a,b,aszbs...) é pois biunivoca
atendendo a que @ é bijetiva.

Muito facilmente obtemos uma aplicagio 1, biunivoca de [0,1[ em [0,1[2.
Por exemplo: Y, (x) = (x,0).

Ora o teorema de Schroeder-Bernstein® garante que a existéncia de P, e Y, implicaade Y de
[0,1[2 em [0,1] bijetiva.

'Sev/2 x n fosse racional seria da forma s com p e g naturais e V2 seriaigual a :;q ou seja racional.

% Pode ver a demonstragio no nosso|artigo de Maio de 2011]



http://www.clube.spm.pt/files/outros/jose%20veiga.pdf
http://www.clube.spm.pt/files/outros/jose%20veiga.pdf
http://www.clube.spm.pt/files/outros/Prob_04_Maio_2011.pdf

2. ReR? tém a mesma cardinalidade

Como vimos que [0,1] e R tém a mesma cardinalidade existe @: [0,1[— R bijetiva, entado
8: R? — R definida por B(x,y)= (Y (B~ 1(x), 8 1(y)))) é uma bijecdo.

Interpretacao:

Em diagrama e pondo xX'=0"1(x), y'=0"1(y), u=Y(x,y’) e v=0(u):
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quando (x,y) “percorre” o plano sem repetir a mesma posicdo, (x’,y’) “percorre” [0,1[? sem repetir a

mesma posigdo, u “percorre” o segmento [0,1] sem repetir a mesma posi¢cdo e v “percorre” R sem
repetir a mesma posigao.

3. ReR X R"tém a mesma cardinalidade

Vamos recorrer ao Principio de Indugdo de que faldmos no |artigo de Outubro| e também

Problema 3|do passado més.

Base de Indugdo: n=1

Prova: Acabdmos de provar que R e ]RZ tém a mesma cardinalidade

Hipodtese de Indugdo: Re R X R™ tém a mesma cardinalidade

Tese: R e R x R**! tém a mesma cardinalidade

Prova: R X R""1 e (R x R™) X R tém obviamente a mesma cardinalidade.
Por hipdtese existe @: R X R™ — R bijetiva.
Entdo : (R x R™) X R — R? definida por Y(x,y) = (2(x),y) é bijetiva.
Como R? tem a cardinalidade do continuo R X R™"* tem a cardinalidade do

continuo.
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