Para além do AIeph_O por José Veiga de Faria

Podera perguntar-se se todos os conjuntos infinitos “sdo como” os naturais isto é se
tém a mesma cardinalidade.

Vamos ver que ndo: por exemplo o conjunto S das sucessdes cujo conjunto dos termos
esta contido em {0,1} tem cardinalidade superior a dos naturais.

Para o reconhecer vamos usar um método muito simples proposto por Cantor e que
tem o seu nome: a “Diagonalizagdo de Cantor”.

Suponhamos que ¢ ¢é uma aplicagao injetiva de N; em S (tente indicar uma).

Vamos traduzi-la numa tabela: na primeira linha estao os elementos de N; e na coluna

m, a partir da segunda linha, os termos de @(m) = a,,.

N, 1 2 3 4 5
0 0 1 1 0
1 0 0 1 0
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
0 0 1 1 0
An1 An2  anpz  Qpa Qps

Alterando os elementos da diagonal, a vermelho na figura, podemos construir a

sucessao:

bn={0 se  Qapn

=1
1 se a;, =0

que pertence aSmasndoa ¢ (N, ).



Isto mostra que ndo existe uma bijecdao de N; sobreS.

Note que o conjunto S é equicardinal ao conjunto das partes dos naturais: a aplicagao
que associa a cada sucessdo a, o conjunto dos {n € N;: a, = 1} facilmente se
reconhece ser uma bijecao.

Temos entdo que: card(N;) < card (N, )

O Teorema de Cantor que enunciamos a seguir generaliza este resultado.

Teorema de Cantor:

Se X é um conjunto n3o existe uma aplicacdo sobrejectiva de X em @(X') (conjunto das
partes de X ).
NOTA - Se tiver interesse pode ver a demonstragdo no

Uma relagdo de ordem nos cardinais
Vemos assim que se existe uma aplicacdo biunivoca de X em ©(.X') mas ndo o contra-
rio: diz-se que card(X) < card(p(X)).
A cardinalidade de N, é inferior a qualquer outra de conjuntos infinitos.
Comegando em N, , podemos escrever, para conjuntos infinitos:
card(N;) < card (N, ) < card p(p(N,)) < ..
Ha infinitos cardinais transfinitos

Nesta cadeia podemos acrescentar sempre mais um cardinal.
Serd que isto lhe relembra os axiomas de Peano? Ha, de facto, pelo menos, tantos
cardinais transfinitos (cardinais de conjuntos infinitos) como os naturais.

Vai-nos interessar no préximo artigo a cardinalidade de (N, ) designada por cardina-
lidade do continuo: havemos de ver que é a cardinalidade da reta real e é designada
por C.

A hipétese do continuo

Pode perguntar-se se qualquer subconjunto ndo numeravel dos reais ¢é
equicardinal a R, ou seja, tem a cardinalidade do continuo. Isto é equivalente a

perguntar se existe algum cardinal entre Aleph_0 e C.



Cantor conjeturou que tal cardinalidade ndo existe e essa conjetura ficou conhecida

como a hipétese do continuo ( HC ).

Em 1963|P. Cohen|mostrou que dos Axiomas da Teoria dos Conjuntos ndo resulta nem

HC nem a sua negagao.

Apéndice
Teorema de Cantor

Demonstragdo: A afirmacdo é dbvia se x = &.
Se X#@, dada ¢:X —9(X) o subconjunto C de X
C={reX:x¢vy(x)} ndo pertence ao contradominio de .


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Cohen.html

