A Célebre Prova dOS NOVG por José Veiga de Faria

No ultimo artigo ( |Critérios de Divisibilidade]) vimos como podemos usar a nogao de
congruéncia para estabelecer critérios de divisibilidade. Este més vamos usar a mesma nocao
para justificar a célebre prova dos Nove para as operacoes aritméticas bésicas.

1. A nocao de residuo positivo minimo

Trabalhamos com ndmeros inteiros: positivos, negativos e o zero. Vamos comecar por
enunciar e provar o seguinte teorema que é muito simples.

Teorema 1 Sendo m positivo:
Vaecz EI?"E{O,l,...,m—l} ta= T(mOdm)

Um tal r € unico.
Prova:
Existéncia: Sendo k o maior dos inteiros ndio superior a =, € v =a — km ( pode fazer a
prova que muito fdacil).
Unicidade: E ébvia: dois residuos diferentes teriam de ser congruentes para o mddulo m,
pela propriedade transitiva, o que € impossivel pois diferem menos de m.

Definigao: Este r diz-se o residuo positivo minimo de a para o médulo m e passamos a
escrever rpm(a) omitindo o médulo quando nao houver lugar para duvidas.

Deste teorema decorre de forma 6bvia o seguinte:

Corolario 1
a = b(modm) < rpm(a) = rpm(b)

2. Calculo do residuo positivo minimo para o moédulo 9

Vamos ver como podemos calcular o residuo positivo minimo de abcde.

Sabemos do artigo anterior que abcde = a + b+ ¢+ d + e (mod9).

Assim podemos ir somando os algarismos de abede e, se num certo ponto obtivermos um valor
superior a 9, somamos os seus algarismos ( o que equivale a subtrair 9, dai o conhecido noves
fora...). No fim de somarmos todos os algarismos ( deitando os 9 fora ) obtemos um nimero
entre 0 e 8 congruente com abcde para o médulo 9, ou seja, o rpm (abcede) para o médulo 9.
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3. Prova da adicgao

Suponhamos ajasag + b1babs = $1525384.

Sabemos que ajasas = rpm(ajagas) (mod9) , bybabs = rpm(bibabs) (mod9) e portanto, como
vimos em [Critérios de Divisibilidadel s1s2s3sq4 = rpm(ajasas) + rpm(bibabs) (mod9).
Finalmente, e atendendo a que $1525354 = mpm(s1825354) (mod9) e a transitividade da
congruéncia, rpm(si528354) = rpm(aiazag) + rpm(bibabs) (mod9) ou, pelo Coroldrio 1 e para
o médulo 9,

rpm(s1828384)= rpm(rpm(ajagas) + rpm(bibebs))

Esta é a conhecida Prova dos Nove para a Adigao.
Claro que é uma condigdo necessaria para o resultado estar correcto mas nao suficiente: se
fosse 9 + 9 =0

4. Prova da Multiplicao

Sendo A e B inteiros e P = A x B sabemos que A = rpm(A) (mod9) , B = rpm(B) (mod9) e
portanto, como vimos em [Critérios de Divisibilidadel P = rpm(A) x rpm(B) (mod9).
Finalmente, e atendendo a que P = rpm(P) (mod9) e a transitividade da congruéncia,
rpm(P) = rpm(A) x rpm(B) (mod9) ou , pelo Coroldrio 1 e para o médulo 9,

rpm(P) = rpm(rpm(A) X rpm(B))

Esta é a conhecida Prova dos Nove para a Multipligao.
Como no caso anterior é uma condigao necessaria para o resultado estar correcto mas nao
suficiente: desafiamos o leitor a encontrar um contra-exemplo.

5. Prova da Divisao

Sendo A e B inteiros positivos e Q e R respectivamente o quociente e o resto da divisao inteira
de A por B entdao A =B x Q+ R e logo A = (rpm(B) x rpm(Q) + rpm(R))(mod9).

Como A = rpm(A)(mod9) é rpm(A) = (rpm(B) x rpm(Q) + rpm(R))(mod9) ou , pelo
Corolario 1 e para o médulo 9,

rpm(A) = rpm(rpm(B) x rpm(Q) + rpm(R))

Esta é a conhecida Prova dos Nove para a Divisao.
Como no caso anterior é uma condicao necessaria para o resultado estar correcto mas nao
suficiente.
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6. Prova da Potenciacao Inteira

Sendo A e N inteiros positivos como A = rpm(A)(mod9) entdao AN = rpm(A)N (mod9). E
como AN = rpm(AN)(mod9) entdo rpm(AN) = rpm(A)N (mod9) ou , pelo Corolério 1 e para
o médulo 9,

rpm(AY) = rpm(rpm(4)")
Esta é a Prova dos Nove para a Potenciagao Inteira.
Ainda aqui é uma condicao necesséria para o resultado estar correcto mas nao suficiente.

NOTA E DESAFIO FINAIS

Usamos as congruéncias de médulo 9 por ser mais facil calcular o residuo positivo minimo.
Mas, como facilmente reconhecera, podiamos ter usado qualquer outro médulo.

Desafiamos o leitor a usar o médulo 11, para o qual também é facil calcular o residuo positivo
minimo, e obter a Prova dos Onze para as varias operacoes.

Queremos ainda referir que este artigo ja foi aqui publicado hd mais de dois anos. Como
entretanto a audiéncia cresceu muito decidimos voltar a edita-lo.



