Problema 1 E assim nas calhas da roda...

Resolu¢do  Dedicada a jovens que se encantaram com o universo dos comboios, ou outras mdquinas
igualmente maravilhosas como avibes ou computadores, que nos deslumbram pela forma como
funcionam e que alteram a maneira como vivemos, e que comegam a descobrir os encantos e a poténcia
da ciéncia l6gica dedutiva que permitiu estabelecer os principios em que estas mdquinas se baseiam e é
decisiva na sua concepgdo, construgdo e controle.

A nossa primeira pergunta

Vamos entdo designar o nimero de estacGes por N e o numero de estagdes até que o comboio para de
novo por a e vamos supor que a e N sdo primos relativos.

Imagina que entras no comboio na estacdo e; conseguiras chegar a qualquer estacdo se escolheres o
numero k de paragens antes de saires?

Vamos experimentar em dois casos simples designando por s o nimero da estacdo de saida e supondo
quee = 1.

Casol: N=5 a=2

1 2 3 4 5
S 3 5 2 4 1
Caso2: N=6 a=>5
1 2 3 4 5 6
S 6 5 4 3 2 1

De facto, em ambos os casos consegues sair em qualquer das estagdes da linha. E facilmente reconheces
gue 0 mesmo se passaria se entrasses numa outra estagdo e.

Mas agora imagina que a linha tem 968207 estacbes e que o comboio para de 227 em 227 estagcdes ou
gue tem 227 estacbes e o comboio cada 968207 estacGes: sabemos que estes niUmeros sdo primos
relativos pois 968207 = 977 X 991 e 977, 991, 227 sdo primos.

Estds a ver que neste caso a construgdo de uma tabela analoga é uma tarefa e tanto... impraticavel.



E mesmo que o fosse recorrendo por exemplo a um computador, ndo o conseguiriamos fazer para todos
os primos relativos pois todo o nimero primo é relativo com qualquer outro primo e ha primos
arbitrariamente grandes.

A demonstracdo de que ha primos arbitrariamente grandes foi feita por Euclides, hd mais de 2000 anos,
gue conseguiu uma demonstracao tdo bela que o matematico inglés G. H. Hardy a inclui no seu célebre
livro “A apologia de um matemdtico”* considerando-a simples na ideia e execucdo mas da mais alta classe.
Podes ler essa demonstracao no fim no Apéndice |.

Vamos entdo tentar demonstrar que todas as estacdes sdo atingiveis se N e a sdo primos relativos. E para
facilitar a exposi¢cdo vamos designar a estacdo N por estacdo 0.

Repara que, partindo da estacdo e, e depois de k paragens o comboio esta na estagdo s onde s € o resto
da divissode e + kapor N: e + ka =N +s.

Ora é facil reconhecer que se j e k sdo diferentes e inferiores a N os restos da divisdo de e + ja e de
e + ka por N sdo diferentes, ou seja, ao fim de j e k paragens vais sair em estagées diferentes.

Vé so:
See+ja= N+7r e e+ ka=N+r entdo, e subtraindo membro a membro, chegamos a
(G—Ka= N

Mas como a e N sdo primos relativos j — k seria um multiplo de N (vé o Apéndice Il no fim) o que é
impossivel poisj —k #0e|j —k|<N.

Assim, deixando k variarde 0 a N — 1 chegas a N estac0es diferentes, ou seja, chegas a todas as estacoes
da linha e isto independentemente da estacdo e onde entraste.

Para chegar a estacdo e basta-te ndo partir!l... mas se quiseres passear um pouco de comboio deixas
passar um numero de paragens que seja multiplo de N e estards onde partiste... queres verificar?

A nossa segunda pergunta

Se entrares na estacdo e e, ao fim de k paragens, saires na estacdo s entdo, e como ja vimos, s é o resto
da divisdo de e + ka por N.

O que queremos conhecer sdo os valores de s quando k varia de 0 até infinito.

Os restos da divisdo de ka por N sdo os numerosO, d, 2d, ..., (N' — 1)d onde d é o maximo divisor comum
' N
deaeN e N = ” (podes ver a prova no Apéndice Ill) e obtém-se para os valoresde k deOa N’ — 1.

Dois k's que difiram de um muiltiplo de N conduzem ao mesmo resto.

Logo os restos da divisdo de e + ka por N s3o os restos da divisdo de e + rd por N 2 com r avariar de
0aN —1.

1 Ouvi um dia o neurocirurgido Jodo Lobo Antunes dizer que na sua juventude tinha ficado fascinado com este livro
que lhe tinha aberto a janela para a beleza da Matematica. Esta publicado pela Gradiva.

2 0 resto da divisdo por N da soma é o resto da divisdo por N da soma dos restos da divisdo das parcelas por N:
queres verificar?


http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Hardy.html

Facilmente vés que sdo todos diferentes e em nimero de N : sdo estas, e s estas, as estacbes a que

consegues chegar quando embarcas em e. E para |d chegar basta-te esperar por O, 1, 2,.., N -1
paragens.

Se chegares a uma paragem e quiseres viajar mais um pouco regressando ao mesmo sitio basta-te esperar

por um numero de paragens que seja multiplo de N.

Apéndice |

Teorema

Ha uma infinidade de primos.

Prova - Devida a Euclides e constante do Livro IX dos Elementos

Suponhamos que a sequéncia dos primos, 2, 3,5, 7, 11, ... termina em P o maior dos primos.
Ponhamos Q@ =2 X3 X5Xx7X 11X ..XP+1,ouseja, Q igual ao produto dos primos mais um.

Entdo Q ndo seria divisivel por qualquer primo pois qualquer primo divide a primeira parcela, mas ndo a
segunda.

Mas @Q nao seria primo pois os primos terminam em P.
Logo seria divisivel por um primo que ndo consta na lista de primos e seria, por isso, ser superior a P!

Nota : Trata-se de uma prova por redugéo ao absurdo método que Euclides usava com tanto gosto.

Apéndice Il
Cerca de 300 AC Euclides enunciou o que é conhecido como o
Teorema Fundamental da Aritmética

Todo o natural maior do que 1 pode escrever-se como produto de naturais primos menores ou
iguais a ele. Essa representacéo é unica® a menos de rearranjos dos factores.

Entdo se a e b sdo primos e ac = b como nenhum dos factores primos de b aparece na decomposicao
de a em factores primos deve aparecer na decomposi¢do de ¢ e com expoente ndo inferior logo ¢ é
multiplo de b.

Apéndice Il

Como vimos no inicio da resolugdo os restos da divisdo de ka'por N sdo todos os nUmeroseQanN — 1
e obtém-se parak = 0,...,N' — 1 pois a’ e N s3o primos relativos. Dois k's que difiram de um multiplo

de N conduzem ao mesmo resto.

Ouseja ka' = N' 4+ r onder toma todos os valores entre 0 e N — 1 quando k variade O a N —1.

Multiplicando a igualdade por d obtemos ka = N + rd.

3 E para garantir esta unicidade que n3o se considera 1 um nimero primo.


https://www.goodreads.com/book/show/214441.Euclid_s_Elements
http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Euclid.html

